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1 NEWTONSCHE MECHANIK

Teil I

Vorlesung vom 16. Oktober 2007

1 Newtonsche Mechanik

Radius-Vektor ~r(t)

m~̈r(t) = ~F
(
~r(t), ~̇r(t), ~̈r(t), t

)
~v(t) = ~̇r(t)

m
d

dt
~v(t) = ~F

~v(t) = ~v(t0) +
1
m

∫ t1

t0

~F (~r(t), ...) dt

~r(t) = ~r(to) +
∫ t1

t0

~v(t)dt

Schritt für Schritt:

~v(t1) = ~v(t0) +
~F
(
~r(t0), ~̇r(t1), ...

)
m

(t1 − t0)

~r(t1) = ~r(t0 + ~v(t0)(t1 − t0)

~v(t2) = ~v(t1) +
~F (~r(t1), ...)

m
(t2 − t1)

~r(t2) = ~r(t1 + ~v(t1)(t2 − t1)

...

1.1 Koordinaten

m~̈r = ~F , vτ = l · ϕ̇ , v̇τ = l · ϕ̈
mv̇τ = −mg sinϕ , mlϕ̈+mg sinϕ = 0

ϕ̈+ g
l sinϕ = 0
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1.2 Freier Fall 1 NEWTONSCHE MECHANIK

1.2 Freier Fall

1.2.1 Analogie: Fermatsches Prinzip

Lichtausbreitung: Brechungsindex n(~r)

v(~r) =
c

n(~r)
, n(~r) = const.

T [c12] = T [y(x)] := Funktional

T =
∫
c12

dl

v(~r)
=

1
v

∫
c12

dl =
1
v
c12

minT [y(x)] = T richtig[yrichtig]

dl =
√
dx2 + dy2 = dy

√
1 +

(
dy

dx

)2

= dx

√
1 + (y′(x))2

T [y(x)] =
1
v

∫ x2

x1

√
1 + (y′(x′))2dx ; minT [y(x)] = T [y = const.]

1.2.2 Beispiel: Spiegelung

T [x]istT (x)

c12 ist durch x parametrisiert

cT (x) =
√
y2

1 + x2 +
√
y2

2 + (l − x)2

c
dT

dx
=

x√
y2

2 + x2
− (l − x)√

y2
2 + (l − y)2

= cos θ1 − cos θ2
min⇒ θ1 = θ2

1.3 Eindimensionales Potenzial

Funktional S = [x(t)] =
∫ t2
t1

[
mẋ2(t)

2 − U(x(t))
]
dt

minS[x(t)] = S[xrichtig(t)]
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1.4 Das Prizip der kleinsten Wirkung 1 NEWTONSCHE MECHANIK

Variation des Funktionals S[x(t)]→ δS

δS = S[x(t) + δx(t)]− S[x(t)] = 0 ⇒ minimal-Prinzip

δS =
∫ t2

t1

m

2
[(ẋ+ δẋ)2 − ẋ2]dt =

∫ t2

t1

[U(x+ δx)− U(x)]dt =

= m

∫ t2

t1

ẋδẋdt︸ ︷︷ ︸R t2
t1
ẋdδx=ẋδx|t2t1︸ ︷︷ ︸

=0

−
R t2
t1
δx(t)ẍdt

−
∫ t2

t1

dU

dx
δxdt = 0 ∀ δx(t) ; mẍ = −dU

dx

1.4 Das Prizip der kleinsten Wirkung

1.4.1 verallgemeinerte Koordinaten

q1, q2, ..., qs := {q} qi , i = 1→ s

q̇1, q̇2, ..., q̇s

1.4.2 Lagrange-Funktion

L(q, q̇, t)

1.4.3 Wirkung-Funktion

S[q(t)] =
∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt

: minS[q(t)] ⇒ S[qrichtig(t)]

δS = S[q + δq(t)]− S[q] =
∫ t2

t1

[L(q1 + δq, q̇ + δq̇, t)− L(q, q̇, t)]dt =

=
∫ t2

t1

∂L∂q δq +
∂L
∂q̇
δq̇︸ ︷︷ ︸R

∂L
∂q dδq=

∂L
∂q̇ δq|

t2
t1
−

R t2
t1
δq(t) ddt

∂L
∂q dt ∀δq(t)

 dt =

=
∫ t2

t1

(
∂L
∂q
− d

dt

∂L
∂q

)
δq(t)dt = 0

1.4.4 Lagrange-Gleichungen

d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= 0

1D-Fall L(x, ẋ, t) =
mẋ2

2
− U(x) q ≡ x

d

dt
mẋ+

dU

dx
= 0 , −dU

dx
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1.4 Das Prizip der kleinsten Wirkung 1 NEWTONSCHE MECHANIK

(φ, φ̇) = (q, q̇)

L(φ, φ̇) =
m

~r
(lφ̇2) + (rmgl cosφ)

d

dt
mlφ2φ̇−mgl sinφ = 0

φ̈+
g

l
sinφ = 0
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2 LAGRANGE MECHANIK

Teil II

Vorlesung vom 18. Oktober 2007

2 Lagrange Mechanik

• Verallgemeinerte Koordinaten q1, q2, ..., qs = {g}

s = Zahl der Freiheitsgrade

• Lagrange-Funktion L(q(t), q̇(t), t)

• Das Prinzip der kleinsten Wirkung

S[q(t)] =
∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t), t)dt

minS[q(t)] = S[qrichtig(t)]

S[q + δq]− S[q] = O(δq2)

• Lagrange-Gleichungen

d
dt
∂L
∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 ; L(q, q̇, t)

Anfangsbedingungen: qi(t1), q̇i(t1)

2.1 Die Lagrange-Funktion

L(x, ẋ, t) =
mẋ2

2
= U(x) ;

d

dt
mẋ+

dU

dx
= 0 ; mẍ = −dU

dx
= Ḟ (x)

2.2 Langrange-Funktion von Grundprinzipien

2.2.1 Freies Teilchen

L(~r,~̇r, t)

Es gibt inertiale Bezugssysteme

• Raum ist homogen ⇒ L(̇~r, t)

• Isotrop ⇒ L(~v2, t)

• Zeit ist homogen L(~v2, t)

2.2.2 Lagrange-Gleichung

d

dt

∂L
∂~v

= 0

d

dt

∂L
∂~v2

∂~v2

∂~v
= 2

d

dt

(
∂L
∂~v2

)
= 0 ⇒ ~v(t) = const.

Galileisches Inertialgesetzt
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2.2 Langrange-Funktion von Grundprinzipien 2 LAGRANGE MECHANIK

2.2.3 Galileisches Relativitätsprinzip

U und U ′ sind nicht unterscheidbar!

~v′ = ~v − ~u , ~v = ~v′ + ~u

~r(t) = ~r′(t) + ~v(t) Galileische Transformation

L-Funktion in U : L(~v2)
L-Funktion in U ′ : L

(
(~v − ~u)2

)
Lagrange-Funktion ist nicht ganz eindeutig!

L′(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
d

dt
f(q, t)

S′ =
∫ t2

t1

L′dt =
∫ t2

t1

Ldt+
∫ t2

t1

d

dt
fdt = S + f(t2)− f(t1)

δS′ = δS

L
(
(~v − ~u)2

) ?↔ L(~v2)

lim~v → 0; (~v − ~u)2 = ~v2 − 2~v~u+O(~u2)

...wird noch ergänzt...
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Teil III

Vorlesung vom 23. Oktober 2007

2.3 Massenpunkt auf der Kegelfläche (φ, r; φ̇, ṙ)

L =
mv2

2
− U =

m

2

(
r2φ̇2 +

ṙ2

sin2 θ

)
−mg cot θṙ︸ ︷︷ ︸

U(r)

d

dt

∂L
∂φ̇
− ∂L
∂φ

= 0;
d

dt

(
r2φ̇
)

= 0; r2φ̇ = M ; φ̇ =
M

r2

r̈

sin2 θ
− M2

r3
+ g cot θ︸ ︷︷ ︸

−F (r)=
dUeff (r)

dr

= 0 ;
r̈

sin2 θ
= F (r)

Effektivpotenzial Ueff (r) =
∫ (

g cot θ − M2

r3

)
dr

Ueff (r) = g cot θ · r + M2

2r3

2.3.1 1D-Bewegung in Ueff (r)

r̈

sin2 θ
+
dUeff (r)

dr
= 0

Periodische Bewegung

r(t) : rmin ≤ r(t) ≤ rmax

g cot θrm +
M2

2r2
m

= 0 ; rm = rmax oder rmin > 0

r0 := Ruhepunkt

dUeff (r)
dr

∣∣∣
r0

= 0 ,
M2

r3
0

+ g cot θ = 0

2.3.2 φ(t)-Koordinate

φ̇ =
M

r2(t)
; r(t) = r0 + ρ(t)

φ̇ =
M

(r0 + ρ(t))2
≈ M

r2
0

Laufbahn: (r(t), φ(t))⇒ φ(t)
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2.3 Massenpunkt auf der Kegelfläche (φ, r; φ̇, ṙ)

2.3.3 Ist die Laufbahn geschlossen?

n∆φ = 2π ·m

∆φ
2 = πmn

r(t) ausrechnen: 1D-Bewegung integrieren

r̈

sin2 θ
+
dUeff (r)

dr
= 0 ,

ṙr̈

sin2 θ
+ ṙ

dUeff
dr

= 0

d

dt

ṙ2

2 sin2 θ
+
d

dt
Ueff (r) = 0

d

dt

 ṙ2

2 sin2 θ
+ Ueff (r(t))︸ ︷︷ ︸
E

 = 0 ;
ṙ2

2 sin2 θ
+ Ueff (r) = E = const.

ṙ(t) =
√

2 sin θ
√
E − Ueff (r) =

dr

dt∫
dt =

1√
2 sin θ

∫
dr√

E − Ueff (r)

1√
2 sin θ

∫
dr√

E − g cot θr − M2

r2

⇒ t(r), r(t)

φ(t) =?

φ̇ =
M

r2(t)
:
dφ

dt

dr

dr
=
M

r2
⇒ dφ

dr
ṙ =

M

r2
bzw.

dφ

dr
=

M

r2ṙ

φ(r) =
∫ ( M

r2 dr√
2 sin θ

√
E − Ueff (r)

)

∆φ =
∫ rmax

rmin

M
r2 dr

√
2 sin θ

√√√√√E − g cot θr − M2

2r2︸ ︷︷ ︸
Ueff (r)

∆φ
2π

=
m

n

Potenzielle Energie: U = g cot θr

U(x) = αr2 oder
β

r
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3 ERHALTUNGSSÄTZE

3 Erhaltungssätze

3.1 Energieerhaltung

Zeit ist homogen: L(q, q̇)

d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= 0

d

dt
L(qi(t), q̇i(t)) =

∑
i

(
∂L
∂qi

∂qi
t

+
∂L
∂q̇i

∂q̇i
∂t

)
=

=
∑
i


(
d

dt

∂L
∂q̇i

)
q̇i +

(
∂L
∂q̇i

∂q̇

∂t

)
︸ ︷︷ ︸

( dadt )b+a( dbdt )= d
dt (ab)

 =

=
∑
i

d

dt

(
∂L
∂q̇i

q̇i

)

d

dt

[∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i − L

]
︸ ︷︷ ︸P

i
∂L(q,q̇)
∂q̇i

−L(q(t),q̇(t))=E=const.

= 0 Unter Bedingung, dass L(q, q̇)

3.1.1 Beispiel: Kreiskegel

E =
∂L
∂φ̇

+
∂L
∂ṙ
ṙ − L =

= m

(
r2φ̇2 +

ṙ2

sin2 θ

)
− 1

2
m( ) +mg cot θr =

=
m

2

(
r2φ̇2 +

r2

sin θ

)
+mg cot θr = E = mv2

2 + U

E = mv2

2 + U ist kein Zufall!

L(qi, q̇i) =
∑
i,j

aij q̇iq̇j − Uqi

∑
k

∂L
∂q̇k

q̇k − L =
∑
i,j,k

aij(δikq̇j q̇k + δjkq̇iq̇k)− L =

=
∑
i,j

aij(q̇iq̇j + q̇j q̇i)− L =

=
∑
i,j

aij q̇iq̇j + U(qi) = T + U︸ ︷︷ ︸
Ekin+Epot
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3.2 Impulserhaltung 3 ERHALTUNGSSÄTZE

3.2 Impulserhaltung

L(~ra, ~̇ra)

δL = L(~ra + ~ε, ~̇ra)− L(~ra, ~̇ra) = 0

δL =
∑
a

∂L
∂~̇ra

~ε = ~ε
∑
a

d

dt

∂L
∂~̇ra

=

= ~ε
d

dt

(∑
a

∂L
∂~̇ra

)
= 0

Erhaltungsgröße: ~p =
∑
a
∂L
∂~̇ra

:= Impuls d
dt~p = 0

3.2.1 Mehrere Teilchen

L(~r1, ..., ~rN ; ~̇r1, ..., ~̇rN ) =
∑
a

m~v2

2
− U(~r1, ..., ~rN ~̇ra = ~va

~p =
∑
a
∂L
∂~va

=
∑
am~va

d~p

dt
=
∑
a

m~̈ra =
∑
a

~Fa = 0

Für zwei Teilchen: ~F12 + ~F21 = 0 ; ~F12 = −~F21

3.2.2 Verallgemeinerte Koordinaten

d

dt

∂L
q̇i
− ∂L
∂qi

= 0

• Verallgemeinerter Impuls: pi = ∂L
∂q̇i

• Verallgemeinerte Kraft: Fi = ∂L
∂qi

• Verallgemeinerter Newtonscher Satz: d
dtpi = Fi

z.B.: Kegelfläche-Bewegung:

L(φ̇, r, ṙ) =
m

2

(
r2φ̇2 +

ṙ2

sin2 θ

)
−mg cos θr

3.2.3 Verallgemeinerter Impuls

pφ =
∂L
∂φ̇

= mr2φ̇ ;
d

dt
pφ = 0 ; Fφ =

∂L
∂φ

= 0

pr =
∂L
∂ṙ
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3.3 Galileische Transformation der Energie 3 ERHALTUNGSSÄTZE

3.2.4 Impuls ist Bezugssystemabhängig

~p =
∑
a

m~va

Galileische Transformation (Systeme K und K′): ~ra = ~r′a + ~vt , ~va = ~v′a + ~v

~p =
∑
a

ma~va =
∑
a

ma(~v′a + ~v) =
∑
a

ma~v
′
a + ~v

∑
a

ma︸ ︷︷ ︸
µ

~p = ~p′ + µ~v ⇔ ~p = ~p′ − µ~v

Es ist immer möglich K′ so zu wählen, dass ~p′ = 0

~vS =
~p

µ
=
∑
am~va∑
ama

=
∑
ama~̇ra∑
ama

=
d

dt

∑
ama~ra∑
ama

=
d

dt
~RS(t)

wobei ~Rs(t) =
∑
ama~ra∑
ama

K′ ist Schwerpunktsystem, RS(t) ist ein Schwerpunkt des Systems.

3.3 Galileische Transformation der Energie

Galileische Transformation (Systeme K und K′): ~ra = ~r′a + ~vt , ~va = ~v′a + ~v

E =
∑
a

ma~v
2
a

2
+ U(~r1, ..., ~rN )

U(~r′1, ..., ~r
′
N ) = U(~r1, ..., ~rN )

E =
∑
a

ma

2
(~v′a + 2~v′2a ~v + ~v2) + U =

=


∑
a

ma~v
′2
a

2
+ U︸ ︷︷ ︸

E=E′+~p′~v+µ~v2
2

+ ~v
∑
a

ma~v
′
a +

µ~v2

2

E = E′ + ~p′~v + µ~v2

2

Wenn K′ ein Schwerpunktsystem ist (~p′ =
∑
ama~v

′
a = 0)

E = E′S + µ~v2

2

E′S := innere Energie des Systems

EnergieE = const. , Impuls~p = const.︸ ︷︷ ︸
zwei unabhängige Integrale der Bewegung (Erhaltungsgrößen)
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3.4 Drehimpulserhaltung 3 ERHALTUNGSSÄTZE

3.3.1 Einfaches Beispiel: Freies Teilchen

E =
m~v2

2
, ~p = m~v

E(~p) =
(m~v)2

2m
=

~p3

2m

ε(~p) = ~ω = ~c|~k| = c|~p|

3.4 Drehimpulserhaltung

Raumisotropie

~r′ = ~r + δ~r Drehvektorδ~φ

δ~r = ~eφr sin θδφ = (δ~φ× δ~r)

Für jedes Teilchen ~ra : ~ra + δ~ra = (δ~φ× ~ra)

L-Funktion: L(~r1, ~r2), ~r3, ..., ~̇ 1r, ~̇ 2r...

~ra → ~ra + δ~ra

δL = L(~r1 + δ~r1), ~r2 + δ~r2, ...)− L(~r1, ~r2) = 0

δL =
∑
a
δL
δ~ra

δ~ra =

=
∑
a
d
dt
~Pa(δ~φ× ~ra) =

= d
dt

∑
a (δ~φ× ~ra)~pa︸ ︷︷ ︸

Mischprodukt der Vektoren

= d
dt

∑
a δ
~φ(~ra × ~pa) = †

= δ~φ
d

dt

∑
a

(~ra × ~pa)︸ ︷︷ ︸ = 0

Drehimpuls: ~M =
∑
a ~ra × ~pa , Impuls: ~p =

∑
a ~pa =

∑
a ~pa~va

Wenn: δ~φ = ~ezδφz ⇒ L|z = δφz
d
dtMz = 0

⇒ dMz

dt
= 0 ; Mz = const. Erhaltungsgröße

δφx,y → L|x,y, My,Mz = const.

⇒ ~M = const.
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