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1 NEWTONSCHE MECHANIK

Teil 1

Vorlesung vom 16. Oktober 2007

1 Newtonsche Mechanik

Radius-Vektor 7(t)

mi(t) = F (F(t), (1), 7 (1), t)

o (to), v(to)

F (F(to), (1), )

T(t1) = U(to) + - (t1 —to)
7(t1) = 7(to + U(to)(t1 — to)
U(te) = U(t1) + m(tz —t1)

T(t2) = 7(t + U(t1)(t2 — t1)

1.1 Koordinaten
mF:ﬁ s UT:l'Sb ; U.‘r:l'¢

mu, = —mgsine , mlp+mgsing =0

G+ §sing =0




1.2 Freier Fall 1 NEWTONSCHE MECHANIK

1.2 Freier Fall

1.2.1 Analogie: Fermatsches Prinzip
Lichtausbreitung: Brechungsindex n(7)

C

o=

n(r) = const.

Tlc12] = T[y(x)] := Funktional

dl 1
TZ/ 72*/ dlzlclg
C12 U(/Fj v C12

min T[y(z)] = TriChtig [yT’ichtig]

dl\/mdymdxm

Tly(x)] = 1/ V1 2dx ; minT[y(x)] = Ty = const.]

(%

1.2.2 Beispiel: Spiegelung
Tlx)istT(x)

c12 ist durch z parametrisiert

\/y1+x2+\/y2 (1 —x)?

T - min
ar _ L — (-2 ~ =costh —costh = 01 =0,

L
de \fys+a2?  \ys+ (1~
1.3 Eindimensionales Potenzial

Funktional S = [z(t)] = fttf [mm (t) U(:E(t))] dt

min S[z(t)] = S[a"ichtig (4)]



1.4 Das Prizip der kleinsten Wirkung 1 NEWTONSCHE MECHANIK

Variation des Funktionals S[z(t)] — 4.5

08 = Sfx(t) + dz(t)] — S[z(t)) =0 = minimal-Prinzip

to

58 = (@ + 62)% — %)t = /tz [U(x + 6x) — U(x)]dt

tl tl

ta
= m/ Toxdt
t1

—_——
12 ddse=E0x|}? — [/2 Su(t)idt
=0
1.4 Das Prizip der kleinsten Wirkung
1.4.1 verallgemeinerte Koordinaten
1,92, 05 ={¢} @, i=1—s

(jla 427 () QS

1.4.2 Lagrange-Funktion
L(q,q:1)

1.4.3 Wirkung-Funktion

to

Sla®) = | L(g,q,t)dt

t1

:min S[q(t)] = S[qriChtig(t)]

68 = S[q+dq(t)] — Slq] = / 2[£(ql +0q,4+0q,t) — L(q,q,t)]dt

t1

1 ac oL
/tl dq 9q
| 55 doq=5%bq}2 — [/2 5a(t) & 35 dt  Vq(t)
oL d 8£>
= == - == ) 5q(t)dt =0
/t1 <8q dt Oq q(t)
1.4.4 Lagrange-Gleichungen
doL oL 0
dt dq;  Oq;
. md?
1D-Fall  L(z,d,t) = 5~ U(x) =
d odv_ U
at" T da T da

ta
—/t1 Cji—g&vdtzo YV oox(t) ; ma

v
dzx



1.4 Das Prizip der kleinsten Wirkung 1 NEWTONSCHE MECHANIK

(6,0) = (¢:9)
£(6,6) = Z(16*) + (rmgl.cos 9)
d

aml(bzq[.) —mglsing =0

$+%sin¢:0



2 LAGRANGE MECHANIK

Teil 11
Vorlesung vom 18. Oktober 2007

2 Lagrange Mechanik

Verallgemeinerte Koordinaten ¢, go, ..., gs = {g}

s = Zahl der Freiheitsgrade

Lagrange-Funktion £(q(t), ¢(t),t)

Das Prinzip der kleinsten Wirkung

Sla(t)] = / " L(alt), (), 1)t

min S[g(t)] = S[gHichtis (1))
Sla + dq] - Slg] = O(3¢%)

Lagrange-Gleichungen

doL _ oL _
dt 0q; Oqi

: L(g,¢,1)

Anfangsbedingungen: ¢;(t1), ¢;(t1)

2.1 Die Lagrange-Funktion

.2 .
L(m,i,t):m; =U(x) ; ima’chﬂ:O ; mfé:fﬂzF(:L')

2.2 Langrange-Funktion von Grundprinzipien
2.2.1 Freies Teilchen
L(77t)
Es gibt inertiale Bezugssysteme
e Raum ist homogen =  L(#,1)
e Isotrop = L(7?,1)

e Zeit ist homogen L£(9?,t)

2.2.2 Lagrange-Gleichung
d oL
a7 "
doLoP _d(or
dt 02 o T dt \ 012

Galileisches Inertialgesetzt

= =  U(t) = const.



2.2 Langrange-Funktion von Grundprinzipien 2 LAGRANGE MECHANIK

2.2.3 Galileisches Relativitidtsprinzip
U und U’ sind nicht unterscheidbar!
vV=0—-4 , U=0+14
7(t) = 7' (t) + v(t) Galileische Transformation
L-Funktion in U : L(%?)
L-Funktion in U’ : L (7 — @)?)

Lagrange-Funktion ist nicht ganz eindeutig!

£(0,40) = £la,d.1) + 5 (0.1

to 2 t2
s':/ ﬁ’dt:/ Ldt+/ %fdt:S—l—f(tz)—f(tl)

t1 t1 t1
08" =468
L((F—a)?) & L)
lim& — 0; (7 — @) =92 — 204 + O(@?)

...wird noch ergénzt...



Teil 111
Vorlesung vom 23. Oktober 2007

2.3 Massenpunkt auf der Kegelfliche (¢, r; b, T)

2

E:m—U:m(r2¢2+ 72

5 ) — mg cot 67
0 N——

2 2

sin
U(r)
doc oL _~ d o _ o ai a0 M
Gog ag =% @(79) =0 re=M o=
i M? P

= F(r)

—— 4+gcotd =0 ; =
3 sin” #
—_——

sin® 0
dUg ¢ £ (1)
—F(r)=—%—

. . M?
Effektivpotenzial Ue s (r) = gcotf — — dr

Uesp(r) =gcot-r+ ]2\7@

2.3.1 1D-Bewegung in U.s(r)
i dU.
LA 15(r)
sin” 0 dr

Periodische Bewegung

=0

T(t) D Pmin < 7(t) < Tmax

2

geotfOry, + —— =0 ; 7Ty = rmax oder ryi, >0
2r2,
ro := Ruhepunkt
dU, M?
Wess(r) =0, —5 +gcotd=0
dT' 70 T()

2.3.2 ¢(t)-Koordinate
. M
¢ = TT(t) ;o r(t) =10+ p(t)
__ M M
(ot p(1))? T 1

Laufbahn: (r(t), ¢(t)) = ¢(¢)



2.3 Massenpunkt auf der Kegelfliiche (¢, 7 ¢, 1)

2.3.3 Ist die Laufbahn geschlossen?

nA¢ = 2w -m
Ad _
5 =T

r(t) ausrechnen: 1D-Bewegung integrieren

7 + dUeff(T’) 0 7 + ,dUeff -0

sin? 0 dr " sin?6 dr
d 7?2 d
a2y a1 =0
L) WA U = E ¢
— | —— r = § — r) = E = const.
dt | 2sin?6 ot " 2sin?6 et
E

. . dr
() = V2sin0\/E — Ugp5(r) = pr

g — 1 / dr

\@sinf) \/E—Ueff(r)

L / dr = (), (1)
V2sind \/E—gcoter—]\f—;
o(t) =7
.M dpdr M dp. M dp M

= : _—— = — —_— = — b . _— = —
¢ r2(t) dtdr 2 T @ 2 Y T

- %dr
o= [ Grmmri——

poo [ M gy 2
e 2sing | E— gcot Or — 12\4?
Uesy(r)
Ap _m
2 n

Potenzielle Energie: U = g cot 6r

U(x) = ar? oder s
T



3 ERHALTUNGSSATZE

3 Erhaltungssitze

3.1 Energieerhaltung
Zeit ist homogen: L(q, q)

4oL oL
dt0¢;  0q;

d | N 7 0L dq; 0L OG¢\
%L(qz(t%%(t)) - ; (8% t + 0q; 8t) B

S 4oLy . (9L0q
— | \dtog; 4T\ By, ot
(4% )b+a(48)=- (ab)

d (0L .
- 2 (5)

oL .

d
7 =0 Unter Bedingung, dass £(q, q)

>, P40 — £(q(t),4(t)) = E=const.
3.1.1 Beispiel: Kreiskegel

g 0L 0L,
dp  Or
99 72 1
m(r o —i—m —im( ) + mgcot Or =

sin 0

2
7;<r2¢>2+r >—|—mgcot0r: E:mT”Q+U

E = m2”2 + U ist kein Zufall!

L(qi,q:) = Zaz‘jqz‘%‘ —Uq
2%

oL . .. ..
E quQk —-L = E aij((siijQk + 6ikGigr) — L =
k :

.3,k

= D ay(dids +dids) — L=
5]

= D et +Ule) = T+U
J EgintEpot

10



3.2 Impulserhaltung 3 ERHALTUNGSSATZE

3.2 Impulserhaltung
L(Fa,Ta)

OL = L(7y+&Ts) — L(FayTa) =0

Z@E_, qzd oL
6[_: = Eﬁ:e %87’,%21:
- Zaﬁ

Erhaltungsgréfle: |p= ), 867[: :

3.2.1 Mehrere Teilchen

ﬁ:Za%:Zamﬁa
=S =R
dt - a . a

Fiir zwei Teilchen: ﬁ12 + ﬁ21 =0 3 ﬁlg = —ﬁgl

3.2.2 Verallgemeinerte Koordinaten
doL 0oL
=0

dt ¢  Oq

e Verallgemeinerter Impuls: p; = ng

e Verallgemeinerte Kraft: F; = %

e Verallgemeinerter Newtonscher Satz: %pi =F;

z.B.: Kegelfliche-Bewegung;:

"2

ﬁ(d’ﬂ"v ) = % <T24i;2 + ) — mg cos Or

sin® 6

3.2.3 Verallgemeinerter Impuls

oL 9 d oL
pd,——aq.s—mrgb ; £p¢_0 ; F¢——6¢—0
_oc
Pr="5;

11



3.3 Galileische Transformation der Energie 3 ERHALTUNGSSATZE

3.2.4 Impuls ist Bezugssystemabhingig
p= Yo,
a
Galileische Transformation (Systeme K und K'): 7, =7, + 0t , ¥, =0, + U

P S = Y mal + 0= St 7Y m,
a a a a
n

F=P+ui & F=§ —ui

Es ist immer moglich K’ so zu wihlen, dass p’ = 0

vs =

— gizam_’aizamaﬁaiizamaﬁzi dR’
Lo > Ma Yo, ma  dt > m, dt

wobei (1) = 54
a a

K’ ist Schwerpunktsystem, Rg(¢) ist ein Schwerpunkt des Systems.

3.3 Galileische Transformation der Energie

Galileische Transformation (Systeme K und K'): 7, =7, + 0t , U, =0,+ U

FE =

2

a

- Zma—ﬁerU +ﬁ;maﬁ,’l+”§2

o g2
BB/ 4 o415

52
E=FE+pv+ 5

Wenn K’ ein Schwerpunktsystem ist (p' = >, mqt}, = 0)

E=E+ iy

EY% := innere Energie des Systems

EnergieE = const. , Impulsp = const.

zwei unabhéingige Integrale der Bewegung (Erhaltungsgrofien)

12



3.4 Drehimpulserhaltung 3 ERHALTUNGSSATZE

3.3.1 Einfaches Beispiel: Freies Teilchen

po e
2

(mo)

0]

=m
2 =3
_Pp

Ep) = 2m  2m

€(p) = hw = helE| = clp

3.4 Drehimpulserhaltung

Raumisotropie
7 =7+ 6F Drehvektordd
7 = Eyrsin 08¢ = (3¢ x 67)

Fiir jedes Teilchen 7, : 7y + 07, = (66 X )

L-Funktion: L(Fy,75), 73, ..., H, B..
Fo = Ty + 07,

oL = [:(7?1 + (57?1),7?2 + 075, ) — E(’I?l,’l?g) =0

oL = > 20T, =
= S LB (8¢ x 7)) =
= % Yo (00 X Ta)Pa
—_———
Mischprodukt der Vektoren
= 200 000 x ) = 1

- d . .
= (5(;5&;(7”(1 X Pg) =0

Drehimpuls: M = Y uTa XPa ,Impuls: =3 Po =, Pala
Wenn: 6¢ = .00, = L|, = §¢, LM, =0

dM,
= 7 =0 ; Erhaltungsgrofie

6¢$ay - [’|I,y7 My’ Mz = const.

= M= const.
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